Розділ 3
МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ ДИФЕРЕНЦІЙОВАНИХ ФУНКЦІЙ

3.1.  Градієнтні методи

Задача 1. Знайти 
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Припущення 1. Функція 
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1. Метод найшвидшого спуску

В методі найшвидшого спуску кроковий множник 
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Алгоритм 1

Початок. І. Вибрати довільну початкову точку 
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Основний цикл. ІІ. Обчислити 
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IV. Обчислити кроковий множник 
[image: image19.wmf]k

r

 із умови 


[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

k

k

k

k

x

f

x

f

x

f

x

f

0

0

0

0

0

min

Ñ

-

=

Ñ

-

³

r

r

r

.

V.  Обчислити наступне наближення 
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VI.  Покласти 
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Теорема 1. Якщо виконано припущення 1 та 
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 градієнт функції 
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 яка породжена алгоритмом 1, виконується співвідношення 
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Теорема 1'. Якщо виконані умови: 
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Алгоритм 1 на практиці використовують рідко. Це пов’язано із неможливістю реалізувати крок IV в більшості практичних випадків. Тому на практиці частіше використовують модифіковані методи найшвидшого спуску.

2. Модифікований метод найшвидшого спуску

Алгоритм 2

Кроки І–ІІІ такі, як в алгоритмі 1.

ІV. Визначити число 
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V. Обчислити параметр 
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VI. Обчислити кроковий множник 
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VII. Обчислити наступне наближення


[image: image54.wmf](

)

k

k

k

k

x

f

x

x

0

1

Ñ

-

=

+

r

.

VIIІ. Покласти 
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Теорема 2. Якщо виконано припущення 1 та 
[image: image56.wmf]()

-

i

 градієнт функції 
[image: image57.wmf]0

f

 задовольняє умові Ліпшиця


[image: image58.wmf](

)

(

)

,

0

0

y

x

y

f

x

f

-

£

Ñ

-

Ñ

a

  
[image: image59.wmf],

x

"

 
[image: image60.wmf],

n

R

y

Î



 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]a

<¥

;


[image: image62.wmf]()

-

ii

 початкове наближення 
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, яка породжена алгоритмом 2, справедлива оцінка швидкості збіжності по функціоналу
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Теорема 2'. Якщо виконані всі  умови теореми 2 і функція 
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 є сильноопуклою з параметром сильної опуклості 
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то для нескінченої послідовності 
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Зауваження 2. Реалізація алгоритму 2 на ЕОМ не приводить до шуканого розв’язку через наявність похибок  обчислень. Тому алгоритм 2 використовують до тих пір, поки виконується нерівність 
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 вибрана на даному етапі точність обчислень.

Якщо ж нерівність (3.2) порушується, то слід або підвищити точність обчислень, або перейти до іншого більш ефективного в даному разі методу. Така ситуація зазвичай трапляється в околі точки мінімуму 
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Зауваження 2'. Нерівність (3.1) еквівалентна нерівності 
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Звідси бачимо, що при малих 
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3. Основний варіант градієнтного методу

Алгоритм 3

Початок. І. Вибрати довільну початкову точку 
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Основний цикл. ІІ. Обчислити 
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IV. Покласти 
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VI. Якщо виконується нерівність 
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VII. Обчислити наступне наближення
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VIIІ. Покласти 
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Теорема 3. Якщо виконано припущення 1 та 
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Теорема 3'. Якщо функція 
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Теорема 3''. Якщо виконані всі умови теореми 3 та існує таке число 
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3.2.  Методи типу Ньютона

Задача 1. Знайти  
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1. Метод Ньютона-Канторовича

Припущення 1. Функція 
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 яка мінімізується, є двічі неперервно диференційованою з оберненою матрицею Гессе 
[image: image157.wmf]2
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Алгоритм 1
Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
[image: image158.wmf]0
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 покласти 
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Основний цикл. II. Обчислити вектор руху 
[image: image160.wmf]k
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 до наступного наближення 
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III. Якщо 
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, то покласти 
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 і зупинити обчислення; інакше перейти на крок IV.

IV. Обчислити наступне наближення
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V.  Покласти 
[image: image166.wmf]1
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 і перейти на крок II.

Теорема 1. Нехай виконується припущення 1. Тоді, якщо нескінчена послідовність 
[image: image167.wmf]{
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, яка породжена алгоритмом 1, збігається до точки 
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2. Узагальнений метод Ньютона-Канторовича

Припущення 2. 
[image: image170.wmf]()
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 функція 
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 двічі неперервно диференційована з оберненою матрицею Гессе 
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(Відмітимо, що у таких функцій існує єдина точка мінімуму 
[image: image174.wmf]*

x

).

Алгоритм 2
Кроки I – III такі ж, як і в алгоритмі 1.

IV. Обчислити кроковий множник
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, який задовольняє умові
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V. Обчислити наступне наближення
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VI. Покласти 
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 і перейти на крок II.

Теорема 2. Якщо виконано припущення 2, то нескінчена послідовність 
[image: image179.wmf]{
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, яка породжена алгоритмом 2, збігається до розв’язку 
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Якщо, крім того, матриця других похідних 
[image: image183.wmf]2
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 задовольняє умові
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при будь-яких 
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Такий варіант узагальненого методу Ньютона-Канторовича в загальному випадку реалізувати на цифровій ЭОМ неможливо через вимогу одновимірної оптимізації на кроці IV алгоритму 2. Наведений нижче варіант позбавлений від цього недоліку.

Алгоритм 2'
Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення  
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 і довільні константи 
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Основний цикл. II. Обчислити вектор руху 
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 до наступного наближення 
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III. Якщо 
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 і зупинити обчислення; інакше перейти на крок IV.

IV. Покласти 
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V. Обчислити значення
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VI. Якщо 
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і перейти на крок VII; інакше покласти 
[image: image205.wmf]mmb
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 і перейти на крок V.

VII. Обчислити наступне наближення 
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VIII. Покласти 
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 і перейти на крок II.

Теорема 2'. Якщо виконано припущення 2, то нескінчена послідовність 
[image: image211.wmf]{
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, яка породжена алгоритмом 2', збігається до точки мінімуму 
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Якщо, крім того, матриця других похідних 
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 функції 
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 задовольняє умові
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при будь-яких 
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 то нескінчена послідовність 
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  збігається до розв’язку 
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 із квадратичною швидкістю, тобто
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Зауваження 2. Спосіб вибору значень крокового множника 
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 який використовується в алгоритмі 2', при виконанні умов теореми 2' гарантує, що, починаючи з деякої ітерації, алгоритм 
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 буде здійснюватися з одиничним кроковим множником 
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 тобто алгоритм 2' вироджується у звичайний метод Ньютона-Канторовича (алгоритм 1).

3.3.  Методи спряжених градієнтів

Задача 1. Знайти 
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1.  Загальна схема алгоритму спряжених градієнтів

Алгоритм 1

Початок. I. Вибрати початкове наближення 
[image: image229.wmf]0
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, яке задовольняє умови теореми 1; покласти 
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Основний цикл. II. Обчислити 
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ІІІ. Якщо 
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, то покласти 
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 і зупинити обчислення; інакше перейти на крок ІV.

IV. Обчислити вектор руху 
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V. Обчислити кроковий множник 
[image: image237.wmf]k
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, який задовольняє умову
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VI. Обчислити наступне наближення 
[image: image239.wmf]1

.

kkk

k

xxh

r

+

=+


VII. Покласти 
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 і перейти на крок ІІ.

Теорема 1. Нехай 
[image: image241.wmf]0
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 – строго опукла вниз і двічі неперервно диференційована функція, причому для всіх 
[image: image242.wmf]0

X

x

Î

,

[image: image243.wmf]{

}

0

000

|()(),

n

XxfxfxxR

D£Î


і для всіх 
[image: image244.wmf]n

R

y

Î

виконується


[image: image245.wmf]22

2

1021

((),),0.

xx

yfxyyy

ggg

£Ñ£>


Тоді якщо на кроці IV алгоритму 1 вектор 
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 вибирають так, що для деякого фіксованого 
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то алгоритм 1 породжує або скінчену послідовність 
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, останній елемент якої мінімізує функцію 
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, яка збігається до точки мінімуму 
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Всі варіанти спряжених градієнтів відрізняються тільки різними способами обчислення векторів 
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 на кроці IV алгоритму 1 й способами обчислення крокового множника  
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2.   Метод спряжених градієнтів з відновленням

Алгоритм 2

Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення 
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[image: image260.wmf]0

0

()

fx

Ñ

 і покласти 
[image: image261.wmf]00

0

(),

gfx

=-Ñ

 
[image: image262.wmf]00

0

()

hfx

=-Ñ

.

Основний цикл. ІІІ. Обчислити кроковий множник  
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, який задовольняє умову
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VI. Обчислити наступне наближення 
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V.  Обчислити 
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VI. Якщо 
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[image: image269.wmf]1

*

k

xx

+

=

 і зупинити обчислення ; інакше перейти на крок VII.

VII. Обчислити коефіцієнт
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VIII. Обчислити вектор
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IX. Покласти 
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 і перейти на крок ІІІ.

Теорема 2. Якщо функція 
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 тричі неперервно диференційована та її матриця других похідних 
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для всіх 
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, то нескінчена послідовність 
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, яка породжена алгоритмом 2 з довільним початковим наближенням 
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для всіх 
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Алгоритм 2'
Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення 
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Основний цикл. ІІІ. Обчислити кроковий множник 
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, який задовольняє умову
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IV. Обчислити наступне наближення
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V. Обчислити 
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 Якщо 
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 і зупинити обчислення; інакше  перейти на крок VI.

VI.  Якщо 
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 кратне 
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, то перейти на крок VII; інакше перейти на крок VIII.

VII. Покласти 
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VIII. Покласти 
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IX.  Обчислити коефіцієнт 
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Х. Обчислити вектор 
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ХІ. Покласти 
[image: image305.wmf]1
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 і перейти на крок ІІІ.

Для алгоритму 2' має місце теорема, аналогічна теоремі 2.

3.  Метод спряжених градієнтів для мінімізації квадратичних функцій

Задача 3. Знайти 
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Алгоритм 3
Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення  
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ІІІ. Якщо 
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 і зупинити обчислення; інакше перейти на крок IV.

Основний цикл. IV. Якщо 
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, то перейти на крок VII; інакше обчислити вектор 
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V. Обчислити коефіцієнт 
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VI. Обчислити вектор 
[image: image321.wmf]1

.

kkk

k

hzh

b

-

=-+


VII. Обчислити кроковий множник 
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VIII. Обчислити наступне наближення
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X. Якщо 
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XI. Покласти 
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3.4.  Методи спряжених напрямків

Задача 1. Знайти 
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 строго додатньо-визначена матриця.

1. Метод спряжених напрямків із відновленням матриці

Алгоритм 1

Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення 
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, довільну симетричну строго додатньо-визначену матрицю 
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Основний цикл. ІІ. Обчислити 
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IV. Якщо 
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V. Якщо 
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 і перейти на крок VIII; інакше перейти на крок VІ.

VI.   Обчислити вектори 
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VIІ. Обчислити матрицю 
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VIII. Обчислити вектор руху 
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ІХ.  Обчислити кроковий множник 
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Х.  Обчислити наступне наближення
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ХІ.  Покласти 
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 і перейти на крок ІІ.

Теорема 1. Якщо виконано припущення 1, то нескінчена послідовність 
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 обчислюється за однією із формул (3.3)–(3.10)), збігається до розв’язку 
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Зауваження 1. Якщо на якійсь ітерації початкової стадії процесу мінімізації за алгоритмом 1 вектор 
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, то необхідно почати процес спочатку, відновивши матрицю 
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2. Метод спряжених напрямків без відновлення матриці

Алгоритм 2

Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення 
[image: image394.wmf]n

R

x

Î

0

, довільну симетричну строго додатньо-визначену матрицю 
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, яка задовольняє умові 
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Основний цикл. ІІ. Обчислити 
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 і закінчити обчислення; інакше перейти на крок IІІ.

IІІ. Якщо 
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, то перейти на крок VI; інакше перейти на крок ІV.
IV. Обчислити вектори 
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V. Обчислити матрицю 
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 за однією із наведених нижче формул:
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VI. Обчислити вектор руху 
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 до наступного наближення 
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VII. Обчислити кроковий множник 
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VIII. Обчислити наступне наближення
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IХ. Покласти 
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Теорема 2. Нехай виконується припущення 1. Тоді:

1) якщо перші 
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Зауваження 2. Із оцінок швидкості збіжності методів спряжених напрямків випливає, що 
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З теоретичної точки зору моди спряжених напрямків без відновлення матриці краще використовувати в тому випадку, коли 
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Рекомендується використовувати алгоритм 1 із відновленням матриці, якщо матриця 
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3. Мінімізація квадратичних функцій за допомогою методу спряжених напрямків

Задача 3. Знайти 
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Алгоритм 3

Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення 
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IV. Обчислити вектори 
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V. Обчислити матрицю 
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VIII. Обчислити наступне наближення
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VI. Обчислити наступне наближення
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ІІ. Обчислити коефіцієнт 
[image: image518.wmf]k

b

 за однією із еквівалентних формул


[image: image519.wmf](

)

(

)

(

)

;

,

,

,

1

1

1

0

1

0

-

-

-

-

-

=

k

k

k

k

k

k

k

z

h

z

z

H

g

z

H

b



[image: image520.wmf](

)

(

)

(

)

11

11

0

,

.

,,

kk

k

kkkk

hz

Hzzhz

b

--

--

=-

-


ІІІ. Обчислити вектор
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Алгоритм 2А (алгоритм обчислення вектора 
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ІІ.  Обчислити вектор
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Алгоритм 3А (алгоритм обчислення вектора 
[image: image525.wmf]k

h

)

І.   Обчислити вектор 
[image: image526.wmf].

1

1

-

-

-

=

k

k

k

z

z

g


ІІ.  Обчислити коефіцієнт 
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ІІІ. Обчислити вектор
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Алгоритм 4А (алгоритм обчислення вектора 
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ІІ. Обчислити вектор
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Теорема 3'. Якщо A – додатньо-визначена симетрична матриця із постійними членами (тобто 
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Методи спряжених напрямків можуть бути використані і для мінімізації опуклої квадратичної функції 
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3.5.  Метод локальних варіацій

Задача 1. Знайти 
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Метод локальних варіацій не вимагає обчислення похідних мінімізуючої функції і не є очевидною модифікацією алгоритму, яка вимагає таких обчислень.
Алгоритм 1
Початок. I. Вибрати початкове наближення 
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Основний цикл. V. Покласти 
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IX.
Якщо 
[image: image570.wmf]2,

in

<

 то покласти 
[image: image571.wmf]1

ii

=+

 і перейти на крок VII; інакше перейти на крок X.
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Теорема 1. Якщо функція 
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Метод локальних варіацій особливо ефективний, коли мінімізуюча функція 
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3.6.  Методи випадкового пошуку 

1.  Алгоритм випадкового пошуку в опуклих задачах мінімізації
Задача   1. Знайти 
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Алгоритм 1
Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
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 довільна константа з напівінтервалу 
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VI. Обчислити наступне наближення
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VII.
Покласти 
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 і перейти на крок  III.

Теорема 1. Нехай виконується припущення 1 і нехай множина 
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 обмежена. Тоді, якщо послідовність 
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 яка породжена алгоритмом 1, така, що 
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 і що існує номер 
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то для всіх 
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 виконується нерівність
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де 
[image: image633.wmf]1
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 додатна константа..
Теорема 1'. Нехай виконуються всі припущення теореми 1 і функція 
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 яка  породжена алгоритмом 1, виконуються нерівності
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тут 
[image: image637.wmf]v
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 параметр сильноопуклої вниз функції.
Зауваження 1. При виконанні припущень теореми 1 алгоритм 1 породжує послідовність 
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 для якої з ймовірністю, рівною одиниці, здійснюється подія «для довільного 
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 яке задовольняє нерівностям 
[image: image640.wmf]01/,

n

e

<<

 знайдеться таке число 
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справедливі для всіх цілих 
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kl

e

³

».
Звідси, зокрема, випливає, що з ймовірністю рівною одиниці для будь-якого числа 
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 знайдеться число 
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 таке, що нерівності
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справедливі для всіх цілих 
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Зауваження 1'. При виконанні припущень теореми  1'   алгоритм 1 породжує послідовність 
[image: image648.wmf]0

{},

k

k

x

¥

=

 для якої з ймовірністю, рівною одиниці, 
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 зі швидкістю збіжності геометричної прогресії.

2.  Адаптивний алгоритм випадкового пошуку

Задача 2. Знайти 
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У даному адаптивному алгоритмі випадкового пошуку величина крокового множника змінюється залежно від результату, отриманого на попередній ітерації. Вектор 
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 який визначає напрямок руху в 
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-й ітерації до наступного наближення 
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 є незалежною реалізацією випадкового вектора 
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 розподіленого по одиничній сфері із щільністю 
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(3.21)
Алгоритм 2
Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
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 довільне початкове значення крокового множника 
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 покласти 
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Основний цикл. II. Знайти незалежну реалізацію 
[image: image664.wmf]k
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 випадкового вектора 
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 розподіленого по одиничній сфері із щільністю 
[image: image666.wmf](),
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 яка задовольняє умові (3.21) (зокрема, цій вимозі задовольняють випадковий вектор 
[image: image667.wmf]x

, рівномірно розподілений на сфері, а також проекція на одиничну сферу вектора, рівномірно розподіленого в кубі або на його поверхні).
III. Якщо 
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 інакше покласти 
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IV. Обчислити наступне наближення
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V.
Обчислити наступне значення крокового множника згідно умов
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VI.
Покласти 
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 і перейти на крок II.

Теорема 2. Якщо виконані умови: 
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 функція 
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 обмежена знизу;  
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 функція 
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 неперервно диференційована; 
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 єдина точка мінімуму функції 
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 множина 
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 яка породжена алгоритмом 2, збігається з ймовірністю 1 до точки мінімуму 
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