Розділ 3

МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ НЕДИФЕРЕНЦІЙОВАНИХ ФУНКЦІЙ ТА МЕТОДИ  ПОШУКУ СІДЛОВИХ ТОЧОК

4.1. Методи узагальненого градієнтного спуску

Задача 0. Знайти 
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[image: image3.wmf]*

X

 непорожня.
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Алгоритм 1

Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
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Основний цикл. II. Обчислити узагальнений градієнт 
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III. Обчислити вектор 
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 (який визначає напрямок руху до наступного наближення 
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IV. Обчислити наступне наближення


[image: image26.wmf]k

k

k

h

x

x

r

-

=

+

1

.

V. Покласти 
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Теорема 1. Якщо 
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Теорема 1'. Якщо опукла вниз функція 
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2.  Основний алгоритм

В алгоритмі 2 на 
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Алгоритм 2

Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
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Основний цикл. II. Обчислити узагальнений градієнт 
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III. Обчислити вектор 
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IV. Обчислити значення крокового множника 
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V. Обчислити наступне наближення
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Теорема 2. Нехай 
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 якої обмежена. Тоді, якщо крокові множники 
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то нескінчена послідовність 
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Теорема 2'. Нехай множина мінімумів 
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опуклої вниз функції 
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Тоді, якщо виконується одна з наступних п’яти умов: 
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3. Модифікація основного алгоритму

В алгоритмі 3 на 
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Алгоритм 3

Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
[image: image93.wmf]n

R

x

Î

0

 і покласти 
[image: image94.wmf]0

=

k

.

Основний цикл. II. Обчислити узагальнений градієнт 
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III. Обчислити значення крокового множника 
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ІV. Обчислити наступне наближення
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V. Покласти 
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Теорема 3. Нехай 
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 послідовність узагальнених градієнтів 
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4.2.  Методи градієнтного типу з розтягненням простору

Задача 0. Знайти 
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Суть методів градієнтного типу з розтягненням простору полягає у побудові в процесі послідовних наближень лінійних операторів, що змінюють метрику простору, і виборі напрямку спуску, який відповідає антиградієнту в просторі з новою метрикою.

Означення 0. Оператором розтягнення простору 
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де 
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Нижче наводиться алгоритм з розтягненням простору у напрямку майже градієнта.
В алгоритмі 1 в k-й ітерації наступне наближення 
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– одиничний вектор майже градієнта функції 
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Оператори 
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Основний цикл. II. Обчислити майже градієнт 
[image: image148.wmf])

(

k

x

g

 функції 
[image: image149.wmf]0

f

 у точці 
[image: image150.wmf]k

x

. 
III. Якщо 
[image: image151.wmf]()0

k

gx

=

, то покласти 
[image: image152.wmf]*

k

xx

=

 і зупинити обчислення, інакше перейти на крок IV.
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VI. Обчислити напрямок розтягнення простору
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VII. Обчислити значення крокового множника 
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VIII. Обчислити наступне наближення 
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IX. Знайти коефіцієнт розтягнення простору 
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X. Обчислити  коефіцієнт “стиснення” простору

[image: image169.wmf]1

1

/

1

+

+

=

k

k

a

b

 .

XI. Обчислити оператор 
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4.4.  Квазіградієнтні методи
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1. Квазіградієнтний метод мінімізації слабоопуклої вниз функції

Задача 1. Знайти 
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Множину розв’язків 
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 для цієї задачі визначимо рівністю 
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Алгоритм 1
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III. Задати довільну компактну підмножину 
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IV. Покласти 
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Основний цикл. V. Обчислити квазіградієнт 
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[image: image380.wmf](

)

00

1

0

,

якщо(),

,

якщо(),

kkkk

kk

k

kk

k

xfxxfxS

x

yAxfxS

rr

r

+

ì

-Ñ-ÑÎ

ï

=

í

Î-ÑÏ

ï

î

%%

%


де 
[image: image381.wmf]y

– довільна точка множини 
[image: image382.wmf]A

.

VII. Обчислити кроковий множник 
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Теорема 1. Якщо виконані умови: 
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то будь-яка гранична точка послідовності 
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2. Стохастичний квазіградієнтний метод мінімізації слабоопуклої функції
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Теорема 2. Нехай 
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Тоді майже при кожному 
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 граничні точки послідовності 
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4.5.  Метод усереднення напрямків спуску для мінімізації функції, яка задовольняє умову Ліпшиця
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Алгоритм 1
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VII. Якщо 
[image: image456.wmf]l

k

³

, то обчислити наступне наближення 

[image: image457.wmf]å

-

=

+

-

=

k

l

k

j

j

k

k

k

x

x

q

r

1


і перейти на крок VIII; інакше обчислити наступне наближення за формулою

[image: image458.wmf]å

=

+

-

=

k

j

j

k

k

k

x

x

0

1

q

r


і перейти на крок VIII.

VIII. Покласти 
[image: image459.wmf]1

+

=

k

k

 і перейти на крок ІV.

Теорема 1. Якщо функція 
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4.6. Методи послідовних наближень для розв’язування дискретних мінімаксних задач
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1.  Перший метод послідовних наближень
Алгоритм 1
Початок. І. Вибрати довільне початкове  наближення 
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Основний цикл. IV. Покласти 
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VIII. Знайти багатогранник 
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XIV. Обчислити вектор 
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XVI. Обчислити наступне наближення


[image: image522.wmf]).

(

1

e

r

k

k

k

k

h

x

x

+

=

+
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Теорема 1. Якщо виконане припущення 0 і початкове наближення 
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називається стаціонарною точкою функції 
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I.  Обчислити величину l – кількість елементів множини 
[image: image543.wmf]).

(

k

x

e

K


II.   Обчислити 
[image: image544.wmf]0

i

 – найменший елемент множини 
[image: image545.wmf]).

(

k

x

e

K


III.   Покласти 
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IX.   Якщо 
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чи вектор, рівний 
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ІІ.  Покласти 
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III. Знайти точку 
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VI.
  Обчислити наступне наближення
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VII.  Покласти 
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Теорема 1'. Якщо виконані припущення теореми 1, то нескінченна послідовність 
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Алгоритм 2
Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
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II.  Покласти k = 0.
Основний  цикл.   III. Знайти множину індексів
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II. Знайти багатогранник 
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V.
Використовуючи алгоритм 
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VI.
   Використовуючи алгоритм 
[image: image609.wmf]1

¢

¢

, знайти точку 
[image: image610.wmf]e

z

, яка є
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VII. Обчислити вектор 
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VIII. Обчислити кроковий множник 
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IX.   Обчислити наступне наближення
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Теорема 2. Якщо виконані умови теореми 1, то будь-яка гранична точка нескінченної послідовності 
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Алгоритм 2 може бути також використаний для знаходження стаціонарних точок функції 
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Алгоритм 2'
Початок. I. Вибрати довільне початкове наближення 
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Основний цикл. III. Покласти 
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(така точка отримується за скінченне число ітерацій алгоритму 2). 
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Теорема 2'. Якщо виконане припущення 0  і 
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обмежена, то будь-яка гранична точка нескінченої послідовності 
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4.7.  Методи Ерроу-Гурвиця розв’язування неперервних мінімаксних задач

1.  Детермінований метод Ерроу-Гурвиця

Задача 1. Знайти 
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В методі Ерроу-Гурвиця на k-й ітерації обчислюють 
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Початок. І. Вибрати довільне початкове наближення 
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ІІ. Покласти 
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Основний цикл. ІІІ. Обчислити вектори 
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V. Обчислити наступні наближення:
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Теорема 1. Нехай виконуються припущення 1 і нехай 
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2.  Стохастичний метод Ерроу-Гурвиця

Задача 2. Знайти 
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