Розділ 5
МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ

Загальна задача лінійного програмування є задачею умовної оптимізації, в якій цільова функція і функції обмежень лінійні:
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для заданих 
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 Обмеження (5.1), задані у вигляді рівностей та нерівностей, називаються загальними; обмеження (5.2) – прямими. Задача лінійного програмування називається стандартною, якщо в (5.1) 
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 і в (5.2) 
[image: image8.wmf]1

nn

=

, тобто загальні обмеження складаються із рівностей, а вимога невід’ємності поширюється на всі змінні 
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 Якщо ввести додаткові змінні 
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то загальна задача лінійного програмування зведеться до еквівалентної стандартної задачі:

знайти  
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при обмеженнях
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Стандартна форма задачі лінійного програмування є найбільш простою та зручною при побудові обчислювальних алгоритмів. Більшість наведених в цьому розділі методів відносяться до стандартної задачі лінійного програмування. Ті випадки, коли розв’язки задачі з природною формою запису скорочує трудомісткість числового аналізу, будуть розглянуті разом з відповідними модифікаціями алгоритмів.

5.1. Симплекс-метод та його варіанти

Задача 0. Знайти 
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Стовпці матриці 
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 позначаються через 
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Припущення 0. 
[image: image23.wmf]()

i

 – ранг матриці 
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 дорівнює 
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Означення 1. Допустимий розв’язок 
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 (тобто вектор 
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) називається опорним розв’язком задачі 0, якщо система векторів 
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, який відповідає його додатнім компонентам 
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Означення 2. Базисом опорного розв’язку 
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 називають  систему 
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 лінійно-незалежних векторів, яка включає всі вектори 
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, що  відповідають додатнім складовим опорного розв’язку 
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.

Означення 3. Опорний розв’язок 
[image: image37.wmf]x

 називається невиродженим, якщо число його додатних компонент  дорівнює 
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 (якщо воно менше 
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, то опорний розв’язок називається виродженим).

Означення 4. Стандартна задача лінійного програмування називається невиродженою, якщо всі її опорні розв’язки  невироджені).

Означення 5. Компоненти опорного розв’язку, які відповідають векторам його базису, називаються базисними, а інші – небазисними.

В подальшому базисні вектори будемо позначати через 
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Базисні вектори 
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В симплекс-методі розв’язування задачі 0 починається з відомого опорного розв’язку та його базису. На кожній ітерації алгоритму проводиться перевірка опорного розв’язку на оптимальність. Якщо опорний розв’язок не оптимальний, то вказується спосіб, що дозволяє по даному опорному побудувати другий опорний розв’язок, більш близький до оптимального. Через скінчене число ітерацій або знаходиться розв’язок задачі 0, або встановлюється необмеженість цільової функції задачі 0 на множині 
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1.  Симплекс-метод розв’язування невиродженої стандартної задачі лінійного програмування

Алгоритм 1

Початок. I. Знайти опорний розв’язок 
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(Звичайно на практиці знаходять опорний розв’язок, якому відповідає одиничний базис 
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 Для знаходження початкового базису і опорного розв’язку використовують алгоритм 2).

II. Розкласти по початковому базису 
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Відмітимо, що завчасно відомий розклад по початковому базису базисних векторів 
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Основний цикл. III. Для кожного 
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IV.  Якщо всі 
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V.  Покладемо 
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VII. Якщо при всіх 
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VIII. Якщо
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IX. Вибрати згідно завчасно обумовленому правилу індекс 
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Х. Обчислити відношення 
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XI.  При кожному 
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XII.  Покласти 
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XIII. Перейти до нового базису, який отримуємо заміною вектора 
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XIV. Обчислити  координати всіх векторів 
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XV. Перейти до нового опорного розв’язку 
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інші координати вектора 
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 дорівнюють нулю.

XVI.  Перейти на крок III.

Теорема 1. Якщо виконані припущення 0 і задача 0 невироджена, то через скінчене число ітерацій процес розв’язування задачі 0 алгоритмом 1 закінчиться або на кроці IV (в цьому випадку знаходиться оптимальний розв’язок задачі 0), або на кроці VII (в цьому випадку встановлюється, що оптимального розв’язку задачі 0 немає).

Зауваження 1. Оцінки 
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2.  Методи відшукування початкового базису

А. Перший метод. Нехай початкова задача лінійного програмування має вигляд:

Задача 2. Знайти 
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В обмеженнях задачі 2 виділені змінні 
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Припущення 2. Обмеження задачі 2 такі, що 
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Для відшукування  початкового базису та опорного розв’язку задачі 2 в обмеження цієї задачі штучно вводять 
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 з таким розрахунком, щоб нова система рівнянь-обмежень мала повний одиничний базис. Потім з допомогою алгоритму 1 розв’язують  задачу лінійного програмування  з новими обмеженнями і з спеціально побудованою цільовою функцією. В результаті розв’язування „нової” задачі приходять або до опорного розв’язку  початкової задачі 2, або безпосередньо до оптимального розв’язку задачі 2. Крім того, якщо початкова задача 2 не розв’язується, то це виявляється в результаті розв’язування „нової” задачі.

„Нова” задача є задачею лінійного програмування у просторі 
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Задача 2'. Знайти 
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Задача 2' має опорний розв’язок 
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, тому для неї використовується алгоритм 1 – симплекс-метод розв’язування стандартної задачі лінійного програмування. При цьому задача 2' явно має оптимальний розв’язок, так як її цільова функція обмежена зверху числом нуль. Змінні 
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Алгоритм 2

I. Використовуючи алгоритм 1, обчислити вектор 
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 – оптимальний розв’язок задачі 2' і  оптимальний базис задачі 2' – 
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II. Якщо хоча б при одному 
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III. Якщо оптимальний базис задачі 2' не містить штучних векторів 
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[image: image173.wmf]j

a

, 
[image: image174.wmf][

]

k

m

n

n

j

-

+

+

Î

:

1

, то перейти на крок IV.

IV. Вектор 
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 є опорним розв’язком задачі 2. Для відшукування початкового базису задачі 2 перейти на крок V.

V. Якщо в розкладі векторів 
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 штучні вектори, отримаємо початковий базис задачі 2, який відповідає опорному розв’язку 
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VI. Знайти вектор 
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VII. Якщо в новому базисі немає штучних векторів, то зупинити обчислення (в цьому випадку знаходиться опорний розв’язок задачі 2 і його базис); інакше перейти на крок VIII. 

VIII.  Розкласти по новому базису вектори 
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IX. Якщо в розкладі векторів 
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Теорема 2. При виконанні припущень 2 алгоритм 2 за скінчене число ітерацій або знаходить опорний розв’язок задачі 2 і відповідний йому базис, що складається з 
[image: image192.wmf]l

 векторів (
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 – ранг матриці А задачі 2), або встановлює, що задача 2 не має допустимих розв’язків.

Б. Другий метод. Нижче наводиться алгоритм відшукування опорного розв’язку задачі 0 і його базису, який зводиться до розв’язування М-задачі – спеціально побудованої задачі лінійного програмування в просторі 
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 – достатньо велике число). В процесі розв’язування 
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-задачі або встановлюється необмеженість цільової функції задачі 0, або знаходиться оптимальний розв’язок задачі 0, або встановлюється, що задача 0 не має допустимих розв’язків.

Припущення 2'. Обмеження задачі 0 такі, що 
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Алгоритм 2'

I.  Вибрати достатньо велике число 
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II. Використовуючи алгоритм 1, обчислити вектор 
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 – оптимальний розв’язок наступної задачі лінійного програмування:
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-задача. 
знайти 
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-задача має початковий опорний розв’язок 
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III.  Якщо при деякому 
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Теорема 2'. Нехай виконується припущення 2'. Якщо для всіх достатньо великих значень 
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-задача має оптимальний розв’язок, то алгоритм 2' або встановлює недопустимість задачі 0, або знаходить оптимальний її розв’язок, а якщо при тих же умовах 
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-задача не розв’язується, то не розв’язується і задача 0.

3.  Модифікований симплекс-метод

В багатьох випадках модифікований симплекс-метод (або метод оберненої матриці) більш економний в обчисленнях, ніж звичайний (особливо це проявляється, якщо число рівнянь-обмежень 
[image: image227.wmf]m
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[image: image229.wmf]m
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 (нагадаємо, що в основному симплекс-методі на кожній ітерації за основними формулами обчислюється 
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 вектор). Модифікований симплекс-метод застосовується для розв’язування невироджених і вироджених стандартних задач лінійного програмування.

Алгоритм 3
Початок. I. Знайти початковий опорний розв’язок 
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 цього опорного розв’язку. (В загальному випадку для знаходження початкового опорного розв’язку і відповідного йому базису використовують алгоритм 2  або алгоритм 2').

II. Обчислити матрицю 
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III.  Покласти 
[image: image236.wmf]1

0

k

i

k

x

z

=

,   
[image: image237.wmf]m

k

,...,

2

,

1

=

.

Основний цикл. IV.  Покласти  
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V.  Обчислити вектор
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VII. Якщо всі 
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VIII. Вибрати згідно завчасно обумовленому правилу індекс 
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IX. Обчислити вектор-стовпець
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X. Якщо при всіх 
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XI.  Обчислити відношення 
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XII. Знайти індекс 
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XIII. Покласти 
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XIV. Перейти до нового базису 
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XV. Обчислити за основними формулами матрицю 
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XVI. Обчислити за основними формулами нові значення базисних координат опорного розв’язку
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XVII. Перейти до нового опорного розв’язку 
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інші координати вектора 
[image: image278.wmf]1
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 дорівнюють нулю.

XVIII. Перейти на крок IV.

Теорема 3. Якщо виконані припущення 0 і задача 0 невироджена, то процес розв’язування задачі 0 алгоритмом 3 через скінчене число ітерацій закінчиться або на кроці VII (знаходиться оптимальний розв’язок задачі 0), або на кроці X (встановлюється, що оптимального розв’язку задачі 0 немає).

Зауваження 3. На практиці алгоритм 3 застосовується також для розв’язування виродженої задачі лінійного програмування, для якої виконуються умови 
[image: image279.wmf](),(),()
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 припущення 0. В цьому випадку теоретично можливе зациклювання процесу розв’язування задачі 0 алгоритмом 4. Якщо при розв’язуванні задачі 0 алгоритмом 3 на деякому опорному розв’язку все-таки відбудеться зациклювання, то необхідно включити в алгоритм 3 спеціальне правило вибору вектора, що виводиться з базису, яке гарантує незациклювання.

Зауваження 3'. Якщо на кроці XV алгоритму 3 матрицю 
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то такий модифікований симплекс-метод називається мультиплікативним. Для запису матриці 
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. Якщо позначити через 
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-й ітерації мультиплікативного алгоритму і за початкову базисну вибрати одиничну матрицю 
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З цієї формули бачимо, що для обчислення матриці 
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 в 
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-й ітерації мультиплікативного алгоритму потрібно знати 
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 чисел, що на початковій стадії обчислення приводить до економії оперативної пам’яті ЕОМ.

5.2.  Двоїстий симплекс-метод

Двоїстою (спряженою) до задачі 1.0 (див. §5.1, задача 0) називається задача 0.

Задача 0. Знайти 
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Припущення 0. 
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 задача 1.0 розв’язувана.

1.   Основний алгоритм

Означення 1. Майже допустимим опорним розв’язком задачі 1.0 називається вектор 
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, який задовольняє рівнянню 
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, що відповідають ненульовим координатам вектора 
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, лінійно-незалежні.

Означення 2. Базисом майже допустимого опорного розв’язку 
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 задачі 1.0 називається будь-який упорядкований набір з 
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 лінійно-незалежних векторів 
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, який містить всі вектори 
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, що відповідають ненульовим координатам вектора 
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Практичний інтерес представляє майже допустимий опорний розв’язок і його базис, для яких справедливо 
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. В [28] такий розв’язок називається псевдопланом задачі 1.0, а базис – псевдобазисом задачі 1.0. В алгоритмі 1 на кожній ітерації здійснюється перехід від одного базису задачі 0 до іншого (або, що теж саме, від одного псевдобазису задачі 1.0 до іншого).

Означення 3. Допустимий розв’язок 
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 двоїстої задачі 0 називається опорним, якщо серед умов 
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 лінійно-незалежних умов.

Означення 4. Базисом опорного розв’язку двоїстої задачі 0 називається довільна система з 
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 лінійно-незалежних векторів 
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Означення 5. Опорний розв’язок 
[image: image323.wmf]y

 двоїстої задачі 0 називається невиродженим, якщо для будь-якого вектора 
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Означення 6. Двоїста задача 0, всі опорні розв’язки якої є невиродженими, називається невиродженою.

Двоїстий симплекс-метод (або метод послідовного уточнення оцінок) розв’язування задачі 1.0 по своїй суті – це застосування звичайного симплекс-методу до двоїстої задачі 0, доповнене побудовою на кожній ітерації 
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-вимірного вектора 
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, який є майже допустимим опорним розв’язком задачі 1.0 (звідси походить назва методу). Двоїстий симплекс-метод полягає в такому послідовному переході від одного майже допустимого розв’язку 
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 до іншого, що через скінчене число переходів або одержимо оптимальний розв’язок задачі 1.0, або встановимо, що задача 1.0 не має допустимих розв’язків. Оптимальному розв’язку 
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 задачі 1.0 відповідає оптимальний розв’язок 
[image: image330.wmf]*

y

 задачі 0, причому оптимальні значення прямої і двоїстої задач співпадають.

Оптимальний розв’язок двоїстої задачі визначається за формулою 
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 базисна матриця оптимального опорного розв’язку задачі 1.0; 
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 індекси базисних векторів.

Для початку роботи алгоритму необхідно мати опорний розв’язок 
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 спряженої (двоїстої) задачі і його базис 
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, на основі яких обчислюється початковий майже допустимий опорний розв’язок з невідємними оцінками за правилом:

спочатку знаходять коефіцієнти розкладу 
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 дорівнюють нулю. Алгоритми пошуку опорного розв’язку спряженої задачі і його базису наведені в пункті 2.

Алгоритм 1 застосовують для виродженої і невиродженої задачі 1.0. Якщо при використанні алгоритму для розв’язування задачі 1.0 у виродженому випадку виникає зациклення, то в алгоритмі 1 необхідно застосовувати процедуру, що гарантує відсутність зациклення.

Алгоритм 1

Початок. I. Знайти майже допустимий опорний розв’язок 
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Обчислити матрицю 
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Відзначимо, що заздалегідь відомий розклад по початковому базису базисних векторів 
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IV. Обчислити для кожного 
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Основний цикл. V. Якщо для всіх 
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 і зупинити обчислення (тобто в цьому випадку майже допустимий опорний розв’язок 
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 оптимальний); інакше перейти на крок VI.

VI. Якщо існує таке 
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VII. Вибрати (по заздалегідь вибраному правилу) індекс 
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VIII. Обчислити відношення 
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IX. Знайти індекс 
[image: image380.wmf][1:]

sn

Î

 такий, що 
[image: image381.wmf]0

rs

z

<

 і 
[image: image382.wmf]0

/

srs

z

q

-D=

.

Для невиродженої задачі 1.0 індекс 
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 визначається однозначно. У виродженому випадку мінімальне відношення 
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 вибирається найменший індекс 
[image: image387.wmf]j

, для якого досягається мінімальне відношення. Теоретично у виродженому випадку необхідно застосовувати процедуру вибору 
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X.
Покласти 
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XI. Перейти до нового базису 
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, який отримується заміною вектора 
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XII. Обчислити координати векторів 
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XIII. Обчислити за основними формулами оцінки 
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XIV. Перейти до нового майже допустимого опорного розв’язку
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інші координати вектора 
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 дорівнюють нулю.

XV. Перейти на крок V.

Теорема 1. Якщо виконані припущення 0 і задача 0 невироджена, то процес розв’язування задачі 1.0 за допомогою алгоритму 1 закінчиться через скінчене число ітерацій, або на кроці V (в цьому випадку знаходиться оптимальний розв’язок задачі 1.0), або на кроці VI (у цьому випадку встановлюється, що задача 1.0 не має допустимих розв’язків).
Зауваження 1. Так як число ітерацій, необхідних для розв’зування задачі лінійного програмування, визначається в основному кількістю непрямих обмежень, то двоїстий симплекс-метод доцільно застосовувати, коли число непрямих обмежень істотно перевищує число змінних.

2.   Методи пошуку початкового опорного розв’язку спряженої задачі

У підпункті 2' дається метод відшукання опорного розв’язку спряженої задачі 0 за умови, що відомий довільний допустимий розв’язок задачі 0. В 2" на основі методу наведеного в 2' розглядається алгоритм, який дозволяє знайти оптимальн розв’язок спряженої задачі (а значить, і прямої) без попереднього обчислення допустимого розв’язку спряженої задачі.

2'. Метод пошуку опорного розв’язку спряженої задачі по відомому допустимому розв’язку. Попередньо вкажемо клас задач, у яких визначення допустимого розв’язку є простою операцією. Нехай у задачі 1.0 одна і та ж компонента, 
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Вектор 
[image: image408.wmf]y

¢

 задовольняє обмеженням задачі 0 і тому є допустимим розв’язком задачі 0.

Припущення 2'. 
[image: image409.wmf]()
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 ранг матриці 
[image: image410.wmf]A

 дорівнює 
[image: image411.wmf]m
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 допустима множина спряженої задачі 0 непорожня.

Алгоритм 2

I. Знайти вектор 
[image: image414.wmf]122
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 – допустимий розв’язок спряженої задачі 0 такий, що
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	(5.4)
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II.
Знайти число 
[image: image417.wmf]r

– кількість лінійно-незалежних умов в (5.5). Якщо 
[image: image418.wmf]rm
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, то зупинити обчислення (тобто 
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 опорний розв’язок задачі 0, а вектори 
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, які визначаються лінійно-незалежними умовами, утворюють базис цього опорного розв’язку);  інакше перейти на крок  ІІІ.

III.  Виразити із системи рівностей
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 змінних 
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IV. Замінити змінні 
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їх виразами з (5.7) і одержати систему нерівностей відносно 
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V.
Підставити в лінійну форму 
[image: image429.wmf]0
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 задачі 0 значення змінних 
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VI. Якщо 
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 то перейти на крок XIII; інакше перейти на крок VII.

VII. Обчислити


[image: image435.wmf]1

1

,1,...,

m

jiji

ir

bjn

ma

=+

¢

==

å

.

VIII. Якщо 
[image: image436.wmf]1
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, то зупинити обчислення (у цьому випадку лінійна форма задачі 0 не обмежена знизу на допустимій множині); інакше перейти на крок IX.

IX.  Обчислити
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X.
Обчислити


[image: image438.wmf]0
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XI. Перейти до нового допустимого розв’язку 
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[image: image442.wmf]1

,...,

rm

yy

+

¢¢¢¢

  згідно (5.7).

XII.  Обчислити індекс 
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і зупинити обчислення.

У цьому випадку побудований новий допустимий розв’язок 
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 лінійно-незалежних умов з системи обмежень задачі 0, тобто 
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 лінійно-незалежних умов із системи (5.5)
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і лінійно-незалежну від системи (5.5) умову з (5.4)
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XIII. Обчислити величини 
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 згідно (5.9).

XIV. Обчислити величину 
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	якщо серед 
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XV. Перейти до нового допустимого розв’язку 
[image: image456.wmf]1
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[image: image458.wmf]1
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 знаходять через 
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XVI.
Обчислити індекс 
[image: image460.wmf]1
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і зупинити обчислення (див. крок XII).

Тепер можна застосувати алгоритм 2 до допустимого розв’язок 
[image: image462.wmf]y
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 (тобто зробити ще одну ітерацію) і одержати допустимий розв’язок 
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, який перетворює в рівності 
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 лінійно-незалежні обмеження задачі 0 і т.д. Не більш ніж за 
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 ітерацій буде отриманий опорний розв’язок спряженої задачі 0 (тут 
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2". Метод пошуку оптимального розв’язку спряженої задачі без попереднього обчислення допустимого розв’язку.

Алгоритм 2'
I.
Вибрати достатньо велике число 
[image: image468.wmf]0
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[image: image469.wmf]b

 більше будь-якого числа, з яким його доводиться по ходу розвязування порівнювати).

II.
Скласти розширену спряжену задачу:

знайти 
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(Прямою розширеною задачею є задача 1.0 (зі змінними 
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III. Обчислити
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IV. Скласти вектор
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який є допустимим розв’язком розширеної спряженої задачі.

V.
Відштовхуючись від допустимого розв’язку 
[image: image478.wmf]y

¢

 за допомогою методу, наведеного в підпункті 2', обчислити опорний розв’язок розширеної спряженої задачі, його базис і майже допустимий опорний розв’язок розширеної прямої задачі.

VI. Розв’язати пряму розширену задачу двоїстим симплекс-методом і одержати вектори: 
[image: image479.wmf]***
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 оптимальний розв’язок прямої розширеної задачі; 
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 оптимальний розв’язок розширеної спряженої задачі.

VII. Якщо 
[image: image481.wmf]*
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 оптимальний розв’язок спряженої задачі 0, а 
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 оптимальний розв’язок задачі 1.0.

Якщо 
[image: image484.wmf]*
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, то спряжена задача 0 і пряма задача 1.0 нерозв'язні.

Алгоритм 2' за скінчене число ітерацій знаходить оптимальний розв’язок прямої задачі 1.0 і двоїстої задачі 0 без попереднього обчислення допустимого розв’язок спряженої задачі.

Недоліком алгоритму 2' є проблема вибору необхідного числа 
[image: image485.wmf]0
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.
5.3.  Модифікація симплекс-методу для розв’язування задачі лінійного програмування з двосторонніми обмеженнями
Задача 0. Знайти 
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де A – 
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Припущення 0. 
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 ранг матриці 
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 дорівнює 
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 множина обмежень X непорожня.
Означення 1. Допустимий розв’язок 
[image: image497.wmf]1
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 задачі 0 називається опорним, якщо система векторів 
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        (5.10)
лінійно-незалежна.
Означення 2. Система т лінійно-незалежних векторів, яка містить сукупність всіх векторів, яким відповідають компоненти 
[image: image501.wmf]j

x

 опорного розв’язку 
[image: image502.wmf]x

, які задовольняють (5.10), називається базисом опорного   розв’язку 
[image: image503.wmf]x

.
 Означення 3. Опорний розв’язок 
[image: image504.wmf]x

 задачі 0 називається невиродженим, якщо т його компонент задовольняють нерівностям (5.10). Задача 0 називається невиродженою, якщо всі її опорні розв’язки невироджені.
Нижче наводиться модифікований симплекс-метод розв’язування задачі лінійного програмування із двосторонніми обмеженнями (задачі 0). Для початку роботи алгоритму потрібно мати опорний розв’язок і його базис. Метод приводить до розв’язку задачі 0 (або встановлює необмеженість лінійної форми на множині 
[image: image505.wmf]X

) за число ітерацій, яке не перевищує 
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 (ця оцінка справедлива для невиродженої задачі 0).
Якщо алгоритм 1 застосовувати для розв’язування виродженої задачі 0, то (теоретично) можливе зациклення (тобто повернення до вже пройденого базису). Якщо при розв’язуванні задачі 0 алгоритмом 1 виникає зациклення, варто застосовувати процедуру вибору вектора 
[image: image507.wmf]r
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, який виводиться з базису, що виключає зациклення. У початковій стадії алгоритму потрібно обчислювати матрицю, обернену до початкової базисної.
1.  Основний алгоритм
Алгоритм 1
Початок. I. Знайти опорний  розв’язок 
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III. Обчислити матрицю 
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IV. Розкласти по базису 
[image: image521.wmf]m

i

i

a

a

,

,

1

K

 вектори 
[image: image522.wmf],1,,

j

ajn

=

K

 (тобто знайти числа 
[image: image523.wmf]kj

z

 такі, що 
[image: image524.wmf]1

,1,,

k

m

i

j

kj

k

azajn

=

==

å

K

)   за правилом

[image: image525.wmf]1

11

(,,)(,,),1,,.

TT

jmjjmj

zzBjn

aa

-

==

KKK


Заздалегідь відомий розклад базисних  векторів 
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V. Обчислити оцінки 
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Основний цикл. VI. Якщо всі 
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 є оптимальним розв’язком задачі 0); інакше (тобто якщо при якомусь 
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VI. Якщо існує індекс 
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то зупинити обчислення (у цьому випадку функція цілі задачі 0 необмежена на допустимій множині X); інакше перейти на крок VIII.
VIII. Знайти індекс 
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Індекс s належить множині 
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 і визначає вектор 
[image: image555.wmf]s
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, який може включатися в старий базис. В якості s можна брати будь-який індекс, для якого 
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 Покласти 
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X.  Якщо 
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 і перейти на крок XI; якщо 
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 і перейти на крок XIII.
XI.
 Обчислити величини 
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XII. Обчислити параметр 
[image: image566.wmf]0
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 перетворення опорного розв’язку  
[image: image567.wmf]x
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позначити через 
[image: image569.wmf]r

 індекс такий, що 
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 і перейти на крок XV.
У невиродженому випадку індекс 
[image: image571.wmf]r

 визначається однозначно. У виродженому випадку в якості 
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 вибирається найменший індекс, на якому досягається мінімум. Якщо у виродженому випадку виникає зациклення, то варто використати правило, що виводить із циклу.
XIII. Обчислити величини 
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 XIV. Обчислити параметр 
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позначити через 
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 індекс, такий, що 
[image: image581.wmf]0

0

,

rr

rs

z

z

g

q

-

=

  і перейти на крок XV (див. крок XII).
XV. Покласти 
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XVI. Обчислити новий опорний розв’язок 
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XVII. Покласти 
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 значення   вектора 
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, який отримується із перших т векторів розширеного базису (при переході до нового базису старий базис не змінюється, якщо 
[image: image591.wmf]1

rm

=+

 і у старому базисі змінюється значення одного вектора 
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XVIII. Знайти коефіцієнти 
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а) якщо 
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б) якщо 
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XIX.  Покласти 
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XX. Обчислити оцінки 
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б) якщо 
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rm

<+

 (базис змінився), то обчислити величини 
[image: image606.wmf],1,,

j

yjn

=

K

  за основними формулами


[image: image607.wmf](),1,,

jjrjrss

yyzzyjn

¢¢¢¢

=-=

K

,
і покласти


[image: image608.wmf](1),1,,,

j

v

jj

yjn

D=-=

K


де 
[image: image609.wmf]0,

якщо,і1,якщо

jjjjjj

vxvx

ab

====

.    
Заздалегідь відомо, що 
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XXI.  Перейти на крок VI.
Теорема 1. Якщо виконані припущення 0, то в невиродженому випадку процес розв’язування задачі 0 алгоритмом 1 через скінчене число ітерацій закінчиться або на кроці VI (знаходиться оптимальний розв’язок задачі 0), або на кроці VII (встановлюється, що функція цілі задачі 0 необмежена на допустимій множині X).
Алгоритм 1 може застосовуватися також для розв’язування вироджених задач лінійного програмування із двосторонніми обмеженнями. Тільки при виникненні циклу варто використати спеціальне правило виводу вектора із базису, що виключає зациклення.
2.  Правило вибору індексу r (який визначає вектор 
[image: image616.wmf]r

i

a

, що виводиться із базису) для запобігання зациклення
Якщо при використанні алгоритму 1 для розв’язування задачі лінійного програмування у виродженому випадку виникло зациклення, то на кроці XII або XIV алгоритму варто застосувати наступну процедуру вибору індексу 
[image: image617.wmf]r

, яка гарантує від зациклення.
Алгоритм 2
Початок. I. Обчислити лінійно-незалежну систему векторів 
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II. Обчислити 
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 – коефіцієнти розкладу векторів 
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III. Покласти 
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Основний  цикл. IV.   Якщо 
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, то перейти на крок V; якщо 
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V. Знайти множину 
[image: image627.wmf]0
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, яка складається з тих індексів 
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VI.  Покласти 
[image: image630.wmf]0.
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VII. Якщо 
[image: image631.wmf]G
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 складається з одного елемента, то прийняти 
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 рівним цьому елементу і зупинити обчислення, інакше (якщо 
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 складається більш ніж з одного елемента) перейти на крок VIII.
VIII.  Знайти множину 
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IX. Покласти 
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 і перейти на крок VII.
X. Знайти множину 
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 яка складається з індексів 
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 на яких досягається
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XI.  Покласти 
[image: image641.wmf]0.
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XII. Якщо 
[image: image642.wmf]G
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 складається з одного елемента, то прийняти 
[image: image643.wmf]r

 рівним цьому елементу й зупинити обчислення; інакше (якщо 
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 складається більш ніж з одного елемента) перейти на крок XIII.
XIII. Знайти множину 
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, яка складається з індексів 
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XIV. Покласти 
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 і перейти на крок XII.

Теорема 2. Алгоритм 2 генерує скінчену послідовність множин 
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  містить єдиний елемент, яка приймається за r.

5.4.  Методи параметричного програмування
1. Випадок наявності параметра в цільовій функції

Задача 1.  Знайти 
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параметр.

Припущення 1. 
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 множина обмежень задачі 1 – не порожня; 
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 ранг матриці 
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 дорівнює 
[image: image659.wmf];

m

 
[image: image660.wmf]().

nm

->

iii


Означення 1. Базис опорного розв’язку задачі 1 оптимальний для деякого значення 
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,  невід’ємні. Повна сукупність значень параметра 
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, при якому базис оптимальний, називається множиною оптимальності цього базису.

Алгоритм, наведений нижче, в невиродженому випадку вказує (за скінчене число ітерацій), при яких значеннях 
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 задача 1 нерозв’язна і при яких – має розв'язок, причому у випадку можливості розв’язання обчислюється оптимальний розв’язок і його базис. В цьому алгоритмі потрібно розв’язати задачу 1 симплекс-методом при одному або декількох значеннях параметра 
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, при цьому початковий розв’язок і його базис обчислюються один раз. У випадку виродженості задачі лінійного програмування в алгоритмі 1 теоретично можливе зациклення (тоді треба застосовувати спеціальне правило, яке гарантує від зациклення в симплекс-методі).

Алгоритм 1
Початок. I. Вибрати довільне число 
[image: image668.wmf].

0

l


II.  Покласти 
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Основний   цикл. III.  Покласти 
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IV. Покласти 
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Якщо задача 1 при 
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 має розв’язок, то перейти на крок V (при цьому вважаються відомими: оптимальний базис 
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Якщо задача 1 при 
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 немає розв'язку (тобто цільова функція задачі 1 необмежена), то перейти на крок XXVIII (у цьому випадку відомі деякий опорний розв'язок задачі і його базис 
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 EMBED Equation.3  [image: image682.wmf]коефіцієнти розкладу 
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VI. Обчислити значення
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VII. Обчислити значення 
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VIII. Роздрукувати: «Множина оптимальності базису 
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і перейти на крок Х; інакше перейти на крок Х.
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XII.  Обчислити індекс 
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XIII. Перейти до нового базису, який отримується заміною вектора 
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XV. Обчислити координати  всіх векторів 
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XVI. Обчислити складові оцінок 
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XVII.  Покласти 
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XIX. Перейти до початкового оптимального базису, початкових оцінок 
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XX.  Обчислити індекс 
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 необмежена у допустимій області», і зупинити обчислення; інакше перейти на крок XXII.
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XXV. Обчислити величини 
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XXXI. Якщо на попередніх ітераціях був даний аналіз задачі 1 для 
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XXXII. Якщо на попередніх ітераціях був даний аналіз задачі 1 для 
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Теорема 1. Якщо виконані припущення 1, то у невиродженому випадку алгоритм 1 за скінчене число ітерацій розбиває числову вісь 
[image: image779.wmf]l

 на області, у яких задача 1 або немає розв’язку (внаслідок необмеженості цільової функції), або має оптимальний розв’язок  (причому відомі оптимальний базис і оптимальний опорний розв’язок).
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